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1.3 KALKULUS INTEGRAL
1.3.1 Sifat-Sifat Integral

Misalkan f (x) adalah sebuah fungsi dari sebuah variabel. Teorema dasar dari kalkulus menyatakan

T(ﬁjdx — f(b)-f(a) (1-39)
- Ldx
Dalam cara lain dapat ditulis

b (df
! F[&jdx_ f(b)— f(a)
. df
dimana ol F(x).

1.3.2 Teorema Dasar Gradien

Misalkan kita memiliki fungsi skalar 3 variabel T(x,y,z). Dimulai dari titik a = (a,ay,a,) bergerak
dengan jarak yang kecil dl; seperti dapat dilihat pada Gambar 1.11.
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Gambar 1.11. Teorema dasar gradien.

Sesuai dengan persamaan (1-25) fungsi T akan berubah sebesar dT = (VT).dl;. Dengan
pergerakan selanjutnya sebesar dl, , perubahan T adalah (VT).dl,. Jika pergerakan dilakukan sampai
titik b = (by,by,b,) maka perubahan total T adalah

G VT Al =T (b)-T (a) (1-40)

D e T

Ini adalah teorema dasar gradien.



1.3.3 Teorema Dasar Divergensi

Teorema dasar dari divergensi menyatakan bahwa

.[/olum e(V.v)dr =¢v.da (1-41)

permukaal

Teorema ini memiliki tiga nama yaitu teorema Gauss, teorema Green dan teorema divergensi.
Teorema divergensi menyatakan bahwa integral luas dari komponen normal suatu vector v meliputi
suatu luasan tertutup sama dengan integral dari divergensi v terhadap volume yang ditutupi oleh
luasan tersebut.

1.3.4 Teorema Dasar Curl

Teorema dasar curl menyatakan bahwa

gv xVv)da=4v.dl (1-42)

Ipermukaan garis-tertutupC

Teorema ini disebut teorema Stokes yang menyatakan bahwa tangensial komponen dari vector v
sekeliling lengkungan tertutup C sama dengan intergral luas dari komponen normal dari curl v jika
dikenakan pada permukaan S yang dibatasi oleh lengkungan tertutup C.

1.4 SISTEM KOORDINAT

Dalam sistem koordinat ini akan dibahas tiga jenis koordinat yang utama yaitu koordinat Kartesian
, koordinat silindris dan koordinat Sferis atau koordinat bola. Berbagai vektor satuan dan operator
diferensial untuk setiap koordinat juga akan dibahas.
1.4.1 Koordinat Kartesian

Dalam koordinat Kartesian posisi suatu titik P dinyatakan dalam 3 kuantitas X,y,z yang artinya
dapat dilihat pada Gambar 1.12 dibawah ini.

p P2

Gambar 1.12 Koordinat Kartesian.



ANEPANVAN

Vektor satuan pada setiap sumbu adalah X, Y,z . Ketiga vektor satuan ini bernilai tetap. Ketiga vektor
satuan saling tegak lurus sehingga berlaku :

ASEAN

yxZ=X dan ZxX=Y. (1-43)
Sebuah vektor A pada koordinat Kartesian dalam bentuk komponen dapat ditulis

A=A x+A y+A 2 (1-4)

Vektor posisi r dan diferensial dr adalah

r=XX+yyp+zz (1-45)

dr =dxx+dyy+dzz
Elemen volume dt dalam koordinat Kartesian adalah

dz = dxdydz (1-46)
Komponen dari elemen luas adalah

da, =+dydz da, =+dxdz da, =dxdy (1-47)

Untuk operator diferensial dalam koordinat Kartesian dapat dinyatakan sebagai berikut. Jika u =
u(x,y,z) maka

du=@dx+@dy+@dz (1-48)
X oy oz

Dari du=ds.Vu, dimana dalam hal ini ds = dr, maka gradien dalam koordinat Kartesian adalah

Vu= >A<@+ 9@+2@ (1-49)
oXx "oy oz

sehingga operator del atau nabla V adalah

V:§ﬁ+§,ﬁ+§ﬁ (1-50)
oX "oy oz

Jika V bekerja terhadap fungsi vektor A dan fungsi skalar u dalam bentuk divergensi, curl dan
Laplacian diperoleh

VA= A, + A, + A (1-51

X oy oz
o [OA OA) (oA oA\ oOA oA _
VA_x(ay dzjﬂ/[az dx}“(&x dyj (1-52)



o°u ou o4

Viu=V.vu= v +8y2 t o

(1-53)
1.4.2 Koordinat Silindris

Dalam koordinat silindris lokasi titik P dinyatakan dengan 3 kuantitas r,p,z yang artinya dapat dilihat
seperti Gambar 1.13.

P(p,9,2)

Gambar 1.13. Koordinat Silindris.

Dapat dilihat bahwa r adalah jarak dari titik asal., 6 adalah sudut yang dibuat oleh r dengan sumbu z.
Jika r diproyeksikan ke bidang xy , p adalah panjang proyeksi. Sementara ¢ adalah sudut yang dibuat
oleh p dengan sumbu x positif. Koordinat z sama dengan koordinat z pada koordinat Kartesian.
Hubungan antara koordinat silindris dengan koordinat Kartesian titik P dapat dilihat pada Gambar
1.13

X = pCOS® y=psing z=z2 (1-54)

Sehingga

o= (x2 + yz)”2 , dan  tang =¥ (1-55)

AN N A A

Vektor satuan dalam koordinat silindris adalah p,¢,Z. Baik pmaupun ¢ merupakan fungsi ¢

sedangkan z bernilai tetap. Ketiga vektor satuan saling tegak lurus sehingga berlaku

p.p=p.0p=2.2=1, p.op=¢.2=2.p=0, pxp=1
OXZ=p IXp=0 (1-56)

Komponen tegak lurus dari p,¢ dapat dilihat pada Gambar 1.24 sehingga diperoleh

=COS® X+Sin v
o ® Qy (1-57)

A

@=-sin (/))A(+ 005(p§/



AN A

Persamaan ini dapat diselesaikan untuk memperoleh X, Y,

X= COS(D;)—Sin (png

. . . (1-58)
y =Sin@ p+CoSQ @
Jika () dideferensialkan diperoleh variasi p,® terhadap o,
op »
Tt
2
A (1-59)
o9 _
op
Sebuah vektor A pada koordinat silindris dalam bentuk komponen dapat ditulis
A=A ptA 0+Az (1-60)
Vektor posisi r dan diferensial dr adalah
dr=dp p+ pdpp+dzz
Elemen volume dt dalam koordinat silindris adalah
dz = pdpdedz (1-62)
Komponen dari elemen luas adalah
da, =+pdgdz  da,=+dpdz  da, = pdade (1-63)

Untuk operator diferensial dalam koordinat silindris dapat dinyatakan sebagai berikut. Jika u =
u(p,,z) maka

du=@dp+@dgp+%dz (1-64)

op op
Dari du=ds.Vu, dimana dalam hal ini ds = dr, maka gradien dalam koordinat silindris adalah

~ou ~lou 20u
Vu=p—+p=""+71=— (1-65)
op ~ poOy oz

sehingga operator del atau nabla V adalah

V:p—+g0£—+z— (1-66)



Jika V bekerja terhadap fungsi vektor A dan fungsi skalar u dalam bentuk divergensi, curl dan
Laplacian diperoleh

V.Azii(mp)+1%+%

(1-67)
pop pop oz
» d ~( OA
UxA [ LOA AN (A oA
p Op dz oz dp

N Q(li (n,)- 1 aﬁ} (1-68)

(1-69)

1.4.3 Koordinat Bola

Dalam koordinat bola lokasi titik P dinyatakan dengan 3 kuantitas r,0,¢ yang artinya dapat dilihat
seperti Gambar 1.14.
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Gambar 1.14. Koordinat Bola.

Dapat dilihat bahwa r adalah jarak dari titik asal, 6 adalah sudut yang dibuat oleh r dengan sumbu z.
Jika r diproyeksikan ke bidang xy , r sin 6 adalah panjang proyeksi. Sementara ¢ adalah sudut yang

dibuat oleh r sin © dengan sumbu x positif. Hubungan antara koordinat bola dengan koordinat
Kartesian titik P dapat dilihat pada Gambar 1.24

X=rsindcosp  y=rsingsing  z=rcosé (1-70)



Sehingga

2 2
r=(x2+y2+zz)“2, tang =" :y dan tango:¥ (1-71)

ASERANEEVAN

Vektor satuan dalam koordinat bola adalah r,6, . Ketiga vektor satuan merupakan fungsi dari 6 dan
¢. Ketiga vektor satuan saling tegak lurus sehingga berlaku

N A A

rr=0.0=p.p=1, r.0=0.p=pr=0, rx0=p
quo:IA‘, pxr=0 (1-72)

ASPANVAN

Komponen tegak lurus dari I, 8, @ dapat dilihat pada Gambar 1.24 sehingga diperoleh

r =sin 0c03(p>A<+sin gsin go§/+ c0s07
0= COSHCOS(D)A(—F cosdsin g §/—sin 07 (1-73)
(}= —sin go)A(+ COS(p)A/

AN N A

Persamaan ini dapat diselesaikan untuk memperoleh X,y,z,

X =sin HCOSQIA’+ cos@cosp—sin go(;
§/ =singsin @IA’+ cosésin (p§+ COS(p(;) (1-74)

A A . A
Z=c0S@r-singdeo

Jika ( ) dideferensialkan diperoleh variasi ?ég?) terhadap 6 dan o,
or or_ .-
iy —=sing
00 ¢
00 + 00 A
A ——=c0s0 1-75
0 5o 9 (1-75)
o¢ b ~
9 _o 99 _ _singr—cosod

Sebuah vektor A pada koordinat bola dalam bentuk komponen dapat ditulis

A=AT+A0+A @ (1-76)

Vektor posisi r dan diferensial dr adalah



r=rr

R . R (1-77)
dr=drr+rd@6+rsin@ee
Elemen volume dt dalam koordinat bola adalah
dr=r?sin@rdée (1-78)
Komponen dari elemen luas adalah
da, =+r’sin@l@ , da, =+rsindirde , da, =rdrdd (1-79)

Untuk operator diferensial dalam koordinat bola dapat dinyatakan sebagai berikut. Jika u = u(r,0,0)
maka

M Mg Mgy (1-80)
o 56" g

du

Dari du=ds.Vu, dimana dalam hal ini ds = dr, maka gradien dalam koordinat bola adalah

~ou ~1aou Al ou

Vu=r—+60-—+p————— (1-81)
o rof " rsinfop
sehingga operator del atau nabla V adalah
V=?£+QEE+A 1 0 (1-82)

o Cro6 Crsingop

Jika V bekerja terhadap fungsi vektor A dan fungsi skalar u dalam bentuk divergensi, curl dan
Laplacian diperoleh

_ 10 1 0 1 oA _
VA= r? or (r A)+ rsin@@@(smé’%)Jr rsing ogp (1-83)
" [0 e )AL G LA o
VXA_rsin@{ae(smaA\‘”) 8¢)}+r[sin0 o 6r(A“’)}
[0 (p) A _
+r[ar(“%) 60} (1-84)

Vzu:V.Vu:ié(rza—uj+ 1 i(sin@@j
or) r?sin@ o6 00

(1-85)



LATIHAN :

Buktikan teorema Stokes untuk fungsi :
v=Yyz
dengan menggunakan permukaan segitiga seperti pada gambar berikut

AZ
(O,2a,0§ y
(@,0,0)

KUNCI JAWABAN LATIHAN :

v.dl = ydz
(1) sisikiri : z=a-x;dz=-dxy=0 - [vdl=0
(2) bawah :dz=0 .'.IV.dI:O
(3) belakang: z=a-%y;dz=-%dy;y:2a—>0

2 O _4a2 B

0
y
| vdl = | y(-Y2dy)=-Y% =—
JV 2-[‘y(2y) “2 a4 2

2

va=§
.[(V xV).da= proyeksipermukaanini padabidangx — y = (1/2).a.2a=a’



Jawablah pertanyaan-pertanyaan berikut ini bersama kelompokmu! Gunakan referensi

yang relevan

1.1 Buktikan teorema dasar gradien dengan menggunakan fungsi T = x? + 4xy + 2yz® dan
titik a = (0,0,0), b =(1,1,1) dengan 3 lintasan berbeda :
(@ (0,0,0) > (1,0,0) >(1,1,0) >(1,1,1)
(b) (0,0,0) - (0,0,1) —»(0,1,1) —>(1,1,1)
(c) lintasan parabolaz =x% x =y

1.2 Periksa teorema divergensi untuk fungsi
v =(xy)R+(2yz)y +(32x)2
dengan menggunakan volume kubus dengan panjang sisi 2.
1.3 Periksa teorema Stokes untuk fungsi
v =(xy)R+(2yz)y +(32x)2

dengan menggunakan segitiga yang diarsir

b 2 Tk

1.4 Hitung divergensi untuk fungsi
v=pl(2+5in? )p+ psin pcosgp+322

1.5 Hitung divergensi untuk fungsi

v=(rcos@) +(rsin0)d +(rsin Ocosg)p
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